Linearni regrese

Castym tkolem je stanoveni vzajemné zavislosti dvou (&i vice) fyzikalnich veli¢in a jeji
matematické vyjadreni. K tomuto ucelu se pouzivaji rizné regresni metody, pomoci nichz
hleddme vhodnou funkci f'(x), aproximujici zavislost mezi naméfenymi veli¢inami. Jedna
z nejCastéjSich metod je metoda nejmensich ctvercil.

M¢gjme n namétenych dvojic [Xi;yi], kterymi prokladame kiivku urcenou rovnici y = f(x).
Hledame takovou funkci f(x), kterd md minimalni soucet druhych mocnin rozdila

ypsilonovych soufadnic naméfenych boda a bodii leZicich na proloZené kiivce:
2

S= Zn:(yl. - flx, )) je minimalni
i=1

Z matematiky vite, ze k takovému vypoctu slouzi parcialni derivace, které polozime rovny
nule. Obecné lze tento postup aplikovat na fadu funkci f(x), ale nejCastéji se pouziva
pro aproximaci dat pfimkou y = f(x)=k-x+gq, ¢ili tzv. linearni regresi.

Zavislost elektrického odporu kovu na teploté
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Linearni regrese

Presné odvozeni regresnich koeficientl £ a ¢ lze nalézt v literatufe, zde uvadim az vysledné
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Vhodnost pouziti linedrni regrese ovéfime pomoci korelacniho koeficientu r,, jehoz
hodnota lezi v intervalu <-1; 1>. Aproximace piimkou je opravnénd, je-li |ry, |> 0,99
(tzv. pravidlo dvou devitek). Pro vypocet plati vztah:
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r, = ,kde x =41 — a y="-1
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Pro odchylky nalezenych regresnich koeficienta plati vztahy:

Interval spolehlivosti stanoveni regresnich koeficientli, a tedy jejich pfesnost, zavisi
na téchto odchylkéach a zvolené pravdépodobnosti P. Studentliv soucinitel 75 ;,-;) ma parametry
n-1aP=95%.

Vypocty regresnich koeficientd a jejich chyb nemusite provadét ruéné, je vyhodné pouzit
vypocetni techniku (kalkulacky, programy pro PC ...). Naptiklad v programu EXCEL slouzi
k témto vypoctim funkce LINREGRESE() pouzivana jako maticovy vzorec.




Linearni regrese

Priklad: Bylo provedeno méfeni zavislosti elektrického odporu kovu na teploté (namétena
data viz. tabulka nize). Je mozné ziskana data prolozit pfimkou? Urcete parametry piimky
nejlépe vystihujici ziskanou zavislost véetné jejich chyb.

t[°C] | 18,3 | 24,5 | 29,9 | 37,3 | 42,7 | 47,7 | 51,0 | 58,7 | 62,7 | 66,1
R[Q] | 1073 | 1087 | 1106 | 1137 | 1164 | 1187 | 1196 | 1229 | 1236 | 1256
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// i (ti - EXRi - E) \\

Nejprve spocteme regresni koeficient: r, = L ~0,997598

B S S

Z jeho velikosti vypliva, Ze naméfena data lze oprdvnéné prolozit piimkou
y=k-x+q.

10 1
10 D tR, |- Ri
_\5 ~ ) 10-521726,7- 438911671
) o, P 10-21666,21 - (4389
10-] >t |- Zti ’ ’
i=1 i=1

~ 3,94796

\

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

l

|

10 10 :

t R, t tR, |

_(Z j (Z j (Z ] (Z : ‘]_21666,21.11671—438,9.521726,7 i

2 - 2 1
10-21666,21—(438,9

10-(222}—[2%) 89) i

i=1 i=1 :

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

1

1

q= ~99338
6. S, 2 180,53662 - 0.09691
b1 (@ 8- [21666.21-0.1-(438.9) |
(10-2)-| >t 10 >t
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180,53662-0,1-21 666,21
= . - —1~4,51089

"oy {t o0 (Zt”JS.[ZIWI0’1'(43&9)%

Studenttiv soucinitel ¢y ¢5. 9= 2,306.

«  Naméfena data lze prolozit pfimkou s parametry: ‘k =39+ 0,2)| a ‘q =(990+10) | //'
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Linearni regrese

Zpracovani dat pomoci programu EXCEL

K provedeni linearni regrese slouzi funkce LINREGRESE(...). Je vSak nutné ji pouzit jako

tzv. maticovy vzorec.

Postup si ukdzeme na feSeni predchoziho piikladu:

Linearni regrese - Microsoft Excel

Domi VioZeni RozioZeni stranky Vzorce Data Revize Zobrazeni
l_dj & Mrimoti Times New Rom ~ 12~ IAA (1] ;;Zalamovattext Obecny s __h_;l _f%
— 53 Kopirovat = i
\-’I(32|t + Kopiovat formét (|- Al 2 Sloufit a zarovnat na stied ~ || |E3 ~ % 00| %3 3% fopron_ldaf::j’l;ﬂ?‘ jai%r?aabtt
Schranka {F Pismo {F] Zarovnani F Cislo F Styly
| 05 »( %]
A | B | B | D | E | F | G | H | 1 | J | K | s M
1 4
2
3 t [°C] 183 245 299 37.3 427 47.7 51,0 58.7 62.7 66.1
4 R[] 1073 1087 1106 1137 1164 1187 1196 1229 1236 1256
5 4
L

Vyznacime oblast 3 fadky x 2 sloupce a napiSeme vzorec s funkci pro vypocet linearni

regrese:
Linedrni regrese - Microsoft Excel
Domi VioZeni RozloZeni stranky Vzorce Data Revize Zobrazeni
== % Vijmout ; Ell=
: 1 A=
J 53 Kopirovat -
Viodit f || v T |2 A = = C |&E - oy
- # Kopirovat format = == = ]
Schranka P Pismo Zarovnani Cislo Stylyl
SMODCH (2 X v f;r| =LINREGRESE(C4:04;C3:03;1;1)
A B | i | D | E E G H 1 1] K L N
1
£
3 t [°C] 183 245 29.9 373 427 47.7 51.0 58.7 62.7 66.1
4 R[] 1073 1087 1106 1137 1164 1187 1196 1229 1236 1256
5 4
6 4
7 linearni regrese:l=LH\"—REGRESE(C4;T_4;C3:L3;1;1)
ﬂ LINREGRESE(pole_y; [pole_x]; [b]; [stat]) |
9 4
10
11

Funkce LINREGRESE(...) ma c¢tyfi parametry, které odd€lujeme stfednikem. Prvni
parametr je oblast y-ovych hodnot, druhy parametr je oblast x-ovych hodnot. Tieti parametr
udava, zda ma byt regresni koeficient ¢ roven nule (parametr nastaven na 0), nebo se jeho
hodnota ma spogitat (parametr nastaven na 1 nebo neni uveden). Ctvrty parametr nastaven
na 1 znamenad, zZe chceme zjistit dalsi regresni statistiky (napt. odchylky koeficientl).




Linearni regrese

Misto klavesy ENTER stiskneme trojkombinaci kldves CTRL + SHIFT + ENTER.
Ve vyznacené oblasti 3x2 se pak nachazi pfislusné regresni koeficienty, jejich odchylky a
druhd mocnina korela¢niho koeficientu. Rozmisténi je znazornéno v nasledujici tabulce (tidaj
v bilém policku nas nezajima):

K q
Oy q
2
r2=(r,,)
Linedrni regrese - Microsoft Excel
Domd VioZeni RozloZeni stranky Vzorce Data Revize Zobrazeni
=L & vyimout Times New Rom = 112~ | A" a7/ =i Zalamovat text Obecny - ':E;;l
153 Kopirovat % =3
Viodit - =l > > A~ E|| = i fed ~ |||EE v o | =0 00| Podminéné Format
i g pirarat fovmiat |'B L U~ 1l 2 Sloucit a zarovnat na stred ;:é fa 000 8a S0 S iy
Schranka (F] Pizsmo {F] Zarovnani F] Cislo {F] Styly
| au - £ |
1
2 4
3 t [°C] 18.3 245 29.9 37.3 427 47.7 51,0 58.7 62.7 66.1
4 R[] 1073 1087 1106 1137 1164 1187 1196 1229 1236 1256
5
6 4
7| linedrni regrese: 394796 993 814
8 | 0.09691 4.51089
90l 0.995203 4.750482
10 |

Urc¢ime hodnotu Studentova soucinitele #p,.;) pomoci funkce TINV(...). Tato funkce ma
dva parametry — prvni je pravdépodobnost, Ze vysledek bude leZet mimo interval spolehlivosti

(pro zvolenou pravdépodobnost P je to 1- P/100) a druhym parametrem je pocet stupnil
volnosti (pro n méfeni je to n-2).

Linedrni regrese - Microsoft Excel

Domd VioZeni RozloZeni stranky Vzorce Data Revize Zobrazeni

d\f: Myimout 12 |A&7||| == =||®-| | Sizammovat text

=3 Kopirovat
Viozit ey || e | | e == 3 stied - |||22 - 9 000 |

Schranka iF] Pismo Zarovnani Cislo Styl|

TINY hd K v | =TINV(1-H8/100;H7-2)

1 il
2
3 t [°C] 183 245 29.9 373 427 477 51,0 58,7 627 66.1
4| R[] 1073 1087 1106 1137 1164 1187 1196 1229 1236 1256
" |
6 4
7| lineirni regrese: 3,94796 993 824 pocet méfeni: 10
8 0.09691 451089 zvolena pravdépodobnost P: 95|%
9| 0.995203 4.750482
10 | Studentav sou&itel:|=I'H\W'(l—HS.-"]OO;HT—Z)
11
12
13 |
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Urcime intervaly spolehlivosti regresnich koeficientd a korelaéni koeficient.

Domi VloZeni RozloZeni stranky Vzorce Data Revize Zobrazeni
== % Viyimout o T (= = = e e
i2 1A a[]] = =|= = Zalamovat text
'j 53 Kopirovat | |
Viozit it | B | || e A a7 at ad |E3
Schranka Ta Pisma Zarovnani Cislo
™Y ~ (3 % « f| =C8*H10
| A | B £ D E | E G H | J K L M
1 il
2 4
3 | t [°C] 183 245 299 37.3 427 47.7 51,0 58,7 62,7 66.1
4 | R[] 1073 1087 1106 1137 1164 1187 1196 1229 1236 1256
5 4
6 4
7 | linedrni regrese:  3,94796 993 8§24 pocet méfeni- 10
8 | 009691 451089]  zvolena pravdipodobnost P: 95 %
52 4750482
g | | 0.995203 4.750482 i . 4
10 | Studentiv soutinitel:} 2.306004;
1
12 | si:|=CE*H10
13| Sq*|=D8*H10)
14 | rn.:l=DDMDCNTNA(C9)
15

Zobrazeni

Linedrni regrese - Microsoft Excel

Domi VioZeni RozloZeni stranky Vzorce Data Revize

== K vyjmout = . = = ]

j B .E]Tl Zalamovat text Obecny :Eéjil =
Vlsiit F Kopirovat formit | = = || £ stoutit a zarovnat na stied ~ || |23 - 9% oon|| 55 48| f;:;gggﬁﬂ?vjai%';

Schranka (F| Pismo [a Zarovnani Cislo £} Styl
| R4 - 5|
A B C D E E G H | J K L

1 4
i
3 t[°C] 183 245 289 373 427 477 51,0 58.7 62,7 66,1
4 . R [Q] 1073 1087 1106 1137 1164 1187 1196 1229 1236 1256
5
6 4
Al linearni regrese: 3.94796 993 824 pocet méfent 10
8 0.09691 4.51089 zvolena pravdépodobnost P: 95 %
g | 0.995203 4,750482
10 | Studentiv souéinitel: 2306004
11
12 si: 0223476
13 s,: 1040213
14 | ro: 0,997598
15

Vysledkem je tedy proloZeni dat pfimkou y =k - x + ¢ s regresnimi koeficienty ’k =39+ 0,2)|

a|q=(990+10)| Korela¢ni koeficient |r,, = 0,9976

, linearni regresi je tedy mozné pouZzit.
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Pozndmka: Jak souvisi ziskané regresni koeficienty s materidlovymi konstantami
zkoumaného kovu?

Pro teplotni zavislost kovu plati vztah:

R=R,-(1+a-t),

kde a je teplotni soucinitel elektrického odporu a Ry je odpor kovu pfi teploté 0°C.

Vztah roznasobime a porovname s rovnici ptimky y=q+k-x:

ywR xwt k=Ry-a, q=R,

Materialové konstanty a a Ry ur¢ime tedy jako:

R, =g, a:E
q

Pro chyby pak miizeme odvodit vztahy:

or, Y
Ok = 6_q'o-q =0y
> 2 2 2 > 2
(805 j oa o, —k (O‘kj o,
O-a = _'Gk + —-O‘q = — + _2.0-q = - 5 +| —
Ok 0q q q k q

V ptedchozim piikladu byla naméfena data proloZzena piimkou y=/k-x+gsregresnimi
koeficienty k=(3,9+0,2) a q=(990+10) . Materidlové konstanty a a R jsou tedy:

R, =(990+10) 2

a=(3,9+02)-10°K "




